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A b s t r a c t .  A new rigidity theorem for the curvature o f  indefinite metrics is proved. 
We derive a pinching theorem for the Ricci curvature o f  3-manifolds and we genera- 
lize a known characterisation of  Einstein spaces in terms o f  a null convergence-like 
condition. 

1. INTRODUCTION 

I1 y a plus d ' u n  si6cle que F. Schur a d6montr6 son c616bre th6or6me:  

<<Si une vari6t6 r iemannienne de dimension >t 3 a t o u s l e s  points  d ' i so t rop ie ,  

alors eUe est ~ courbure  (sect ionnelle)  constante>). 

On se demande,  avec G.B. Rizza [1 1 ] s'il est v ra iment  necessaire de consid6rer 

t ous l e s  points  et dans chaque point  t ous l e s  2-plans. 

Apr6s une cascade de r6sultats dus ~ R.S. Kulkarni  [8], S. Harris [5], L. Graves, 

M. Dajczer et  K. Nomizu [2, 3, 4, 9], on est ma in tenan t  certain qu 'en m6trique 

ind6finie,  il suffit  de consid6rer seulement  une part ie des 2-plans. Deux des plus 

forts r6sultats connus sont  les suivants: 

1 .THEOREME'([9]). Soi t  (M, g) 'une vari~t~ skmi-riemannienne ~ m~tr ique de 

signature ( - ,  +, +, . . . ) et  soit  p E M. On suppose que pour tou t  vecteur  

spatial X E TpM, il exis te  un hombre  rkel d tel qu 'une  des condit ions suivantes 
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forms, comparison 
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soit satisfaite: 

(1) k(rt ) >1 d, pour tout 2-plan non-d~g~ndrd 7r C T M, contenant X. 

(2) k(rr) <~ d, pour tout 2-plan non-d~g~n~r~ ~r C TpM, contenant X. 

(3) [ k0r) I ~< d, pour tout 2-plan spatial ~r C TpM, contenant X. 

(4) I k(rr) I <<" d, pour tout 2-plan temporel 7r C T M, contenant X. 

Alors p e s t  point d'isotropie. 

2. THEOREME ([2]). Soit (M, g) une varidtd sdmi-riemannienne ~ m~trique 

ind~finie et soit p E M. Si pour tout 2-plan d~gdndr~ rr de T M et pour toute 
P 

base {X, Y } de lr, on a 

(5) g(R(X, Y)Y, X)  = 0 

alors p est point d'isotropie. 

Dans cette note on d6montre une extension du th6or6me 2, en adaptant  

l'id6e du th6or6me 1. Le principal r6sultat est le 

3, THEOREME. Solt  (M+ g) une vari~td ~ m~trique de signature ( - , . . ,  +, +, . .) 

et soil p E M. On suppose que pour tout vecteur spatuTl X E T M il existe un 
P 

syst~me lumineux (fini) de {X} ± tel que (5) ait lieu, pour tout Y appartenant 

au syst~me. Alors p est point d'isotropie. 

(Voir le §2 pour les d6finitions). Donc,  pour un vecteur spatial X fix6, on 

ne consid6re plus une infinit6 de 2-plans comme dans (1) - (4), mais seulement 

un nombre  fini. Ces derniers sont d6g6n6r6s, d'ot~ la n6cessit6 de remplacer la 

courbure sectionnelle K0r) (qui n 'a  plus de sens) par l 'hypoth6se (5). 

Dans le §3 on d6montre un r6sultat de comparison concernant  la courbure 

de Ricci des 3-vari6t6s. On pr6sente ensuite (§4 )  une cons6quence physique 

du § 2, en liaison avec la condit ion de convergence lumineuse (nulle) de la Rela- 

tivit6 G6n~rale. 

2. LE RESULTAT PRINCIPAL ET DEUX SATELYTES 

Soit (M, g) une vari6t6 s6mi-riemannienne n-dimensionelle, ~ mdtrique in- 

d6finie de signature v, ( - ,  . . . .  - ,  +,  . . . ,  +)  et v q~ {0, n}. Un vecteur X E T M 
P 

vfois 

s appelle spatial (temporel resp. lumineux) si g(X, X) est un nombre positif, 

negatif  resp. nul. Un 2-plan rr C TpM est non-d~g~n~r~, temporel resp. spatial 

si la restriction de g ~i rr est non-d6g6n6rde, resp. ind6finie ou d6finie. La courbure 

sectionnelle d 'un  2-plan non-d6g6ndr6 rr est 
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g(R(X,  Y) Y, X )  
K0r)  : = 

g(X, X ) g ( Y ,  Y )  - (g(X, r))2 

ofa {X, Y} est une base de It. Un po in t  p E M s 'appel le  d'isotropie si t o u s l e s  

2-plans non-d6g6n6r6s de TpM ont  la m6me courbure  sect ionnel le .  

Les r6sultats de cet te  sect ion 6tant  de na ture  alg6brique,  on commence  avec 

des no t ions  d'alg6bre lin6aire. 

1. DEFINITION. Soit V un espace vectoriel  r6el h n dimensions et  ( , )  un p rodu i t  

scalaire non-d6g6n6r6 et ind6fini .  Une famille 5 ¢ de vecteurs lumineux  de V 

s 'appel le  sys tdme lumineux pour  ( , )  si pour  tou te  fo rme bilin6aire symmet r ique  

f : V x  V ~ l R t e l l e q u e  

(6) f (x ,  x )  = O, x E J 

il existe une constante  c telle que 

f (x ,  y ) = c (x, y ), x ,  y ~ V. 

2 EXEMPLE. L 'ensemble  de t ous l e s  vecteurs lumineux  de V, pour  ( , )  ind~f'mi, 

forme un syst~me lumineux  (cf. au Lemme A,i de [9]). Ce syst~me lumineux  

est infini .  La propos i t ion  suivante nous assure qu' i l  y a des syst6mes lumineux  

finis. 

3. PROPOSITION. Etant  donnd un espace vectoriel rdel it n dimensions avec 

un produi t  scalaire non-ddg~ndrO inddfini ( , ), il existe un syst~me lumineux  

de cardinal fini. 

Ddmonstration. Soit  {ej, . . .  , en} un r~p6re o r thonormal  pour  ( , ). Done 

(e r e.) = e i. ~ij; ei = - -  1, i = 1, v; e i = + 1, i = v + 1, n. Nous d6finissons~9 ¢ 

comme la r6union de t ous l e s  veeteurs suivants:  

ei+_e ~, i =  1,v,  o r = v +  1,n;  

e i + e i + e  + l x / ~ ,  i , j = i , v ,  i4~] (quandv--/=l);  

e + % + e l x / ~ ,  e t ; ~ = v + l , n ,  ct4:(3 ( q u a n d v ~ n - 1 ) .  

On va montre~ que • est un  syst6me lumineux pour  ( , ) .  Soit f une forme 

bilin6aire symmet r ique  sur V telle que f (x ,  x )  = 0, x ~ 5 ~. Rappor t6  au r~p6re 

{e I . . . .  , en}, on a 

n 

a , b = l  
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En 6crivant que e i + e et e i - e annul lent  f, on ob t ien t  

fi~ = O, f u  = - - f ~ ,  = c (=  const) ,  

i =  1 , u , a  = v +  1,n. 

On choisi t  ma in tenan t  f ( e  i -t- e I. + V ~ e v +  1' ei + el" + x / 2 - e  + 1 ) = 0, et  on 

ob t i en t  

fij=O, i , j =  l , v ,  i4=j. 

Par analogie,  pour  e + eo + x / ~  • e I , il r6sulte fao = 0, c~,/3 = v + 1, n, c~ 4: t3. 

D o n c f =  c • ( , ) .  • 

4. Remarque.  Les syst6mes lumineux ne sont  pas uniques.  Le cardinal du 

syst~me cons t ru i t  dans la p ropos i t ion  pr6cedente  est 

2 2v(n - v) + C 2 + C n 
1~ - -  1 ;  

avec la convent ion C~ = 0. I1 serait  int6ressant  de t rouver  le plus peti t  cardinal 

possible d 'un  syst&ne lumineux,  qui d6vrait - en tout  cas - 6tre sup6rieur f i n .  

5. Ddmonstrat ion du Th~orOme 3 § 1. (Le r6sultat pr incipal) .  Conformement  

au th6or&aae 1,a de [2], il suff i t  de d6mont re r  que 

(7) g(R(X,  Y)Z, X)  = O, 

pour  tous X, Y, Z E TpM, or thonorm6s ,  i.e. 

[ g(X, X)[ =l g( Y, Y)[ =l g(Z, Z) I = 1, 

g(X, Y)  = g(Y,  Z)  = g(Z, X )  = O. 

Soit  X E T M  un vecteur  spatial  et  uni ta i re .  Alors V • = {X} 1 est un espace 

vectoriel  ~ p rodu i t  scalaire ind6fini .  Sur V on d6finit  la forme bilin6aire 

f ( Y ,  Z )  = g(R(X,  Y)Z,  X) .  

Soit  5 a un syst6me lumineux  pour  V, tel que (5) a lieu. (D'apr6s la proposi -  

t ion 3, on peut  supposer  que 5P est fini). Si Z E 5~, alors sp {X, Z} est un 2-plan 

d6g6n6r6 et  f (Z ,  Z) = 0. Par la d6finit ion de Y ,  il existe alors une constante  

e telle que f = c .  g, d'ofi  on ob t ien t  a is6ment  (7). • 

6~ COROLLAIRE. Soit  (M, g) une varidtd sdmi-riemannienne gz mdtrique de 

signature ( - ,  . . . .  +, + . . . .  ) ou ( - ,  ~,  . . . .  + . . . .  ). Si pout" tout  point  p ~ M  

et pou t  tou t  vecteur  spatial (resp. t empore l )  X E TpM, il exis te  un systOme 

lumineux  b" darts X ± tel que (5 )a  lieu, pour  tou t  Y E S ,  alors (M, g) es ta  courbure 
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c o n s t a n t e .  • 

7. Remarque. (i) On ne peut pas esp6rer d'affaiblir les conditions (1) - (4), 

en consid6rant seulement un nombre fini de 2-plans avec les respectives pro- 

pri~t6s. 

(ii) Les th6or6mes de comparison rencontr6s jusqu'~ pr6sent (dont les th6o- 

r6mes du § 1) n6cessitent des informations concemant tous les  points. Pour 

certains espaces ~r6guliers~ il est possible de consid6rer seulement un nombre 

fini de points. Le r6sultat suivant (presque 6vident mais que pourtant nous 

n'avons pas pu localiser dans la litterature) en donne un exemple. 

8. PROPOSITION. Soit (M, g) un espace sOm#riemannian, dim M >i 3, localement 

symmetrique (i.e. V R = 0). STl existe un point d'isotropie, alors (M, g) est 

courbure constante. 

Ddmonstration. Dans un espace localement symm6trique, la courbure section- 

nelle d'un 2-plan non-d6g6n6r6 est invariante par transport parall61e ([10], p. 

220). Le point d'isotropie peut 6tre uni avec n'importe quel autre point, par 

une courbe diff6rentiable par morceaux (les vari6t6s sont suppos6es implicite- 

ment connexes). Donc, tousles points sont d'isotropie. • 

3. VARIETES DE LORENTZ EN DIMENSION 3 

Les 3-vari6t6s sont privil6gi6es du point de ,cue des structures s6mi-rieman- 

nienes: eUes admettent des m6triques de toute signature. Modulo le changement 

du signe on peut toujours se restreindre au cas riemannien (v = 0) ou lorentzian 

(v = 1). 

En g6om6trie riemanniene des 3-vari6t6s est bien eonnu le th6or~me de Schouten 

et de Struik: ~aoute 3-vari6t6 d'Einstein est ~ courbure constante>> ([7], p. 293). 

La d6monstration reste valable, avec de mineurs changements, aussi darts le cas 

des 3-vari6t6s de Lorentz. 

Contrairement ~ ce qui se passe .en g6om6trie riemanniene, en m6trique ind6- 

finie les th6or6mes de ~pinching~> (concernant la courbure sectionneUe) sont 

superflues (on peut saisir le ph6nbm~ne en regardant le th6or6me 1,(3) ou (4)). 

Darts ce qui suit, nous allons d6montrer un r6sultat similaire, mais ~ propos de 

la courbure de Ricci. 

1. PROPOSITION. Soit (M, g) une 3-varidtd de Lorentz et p E ill. On suppose 

que pour tous X, Y E TpM satisfaisant les conditions 
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g ( X , X ) =  l ,  g(Y, Y ) = - I ,  g(X, Y ) = O ,  

il existe un hombre posit i f  d tel que 

I Ric(X, X)  + Ric(Y, Y) I <- d. 

Alors p e s t  point d'isotropie. 

Ddmonstration. Soit X 1 E T M  un vecteur  spatial unitaire et soit {X 1 , X 2, X 3 } 

une base or thonormale  de TpM (on suppose X 2 tempore l  et  X 2 spatial). On note  

par ff i] " = sp {X  i, X]}. O n  a 

Ric(X 1 , X 1 ) = K(rrl2) + K(rtl3) 

d'ofi 

R i c ( X  2, X 2 ) = - -  K(I r l2  ) - K(Tt23 ) 

Ric(X 3, X 3 ) = K(rrj3 ) +.K0r23 ) 

2K(Tr ] 2 ) = Ric(Y  X 1 ) - Ric (X2 ,  X 2) - R i c ( X y  X 3) ~ Ric(X r X 1) + d 

De la m6me faqon 

2K(rq3)  <<.Ric(Xj, Xj ) + d 

Le membre  droit des in6galit6s est une constante (qui ne d6pend que de X] ). 

Comme  tout  2-plan non-d6g6n6r6 contenant  X 1 est ou tempore l  ou spatial, il 

est de la forme sp{X], X2} ou sp{X], X3}. On applique main tenant  le th6oreme 

1,(3) et (4) du § 1. • 

2. COROLLAIRE. Si une 3-varidtd de Lorentz a la courbure de Ricci bornde, 
alors elle est une vari~td d'Einstein (donc dt courbure constante). 

D~monstration. La courbure de Ricci d 'un vecteur non-null et non- lumineux 

v est  Rio(v, v)/g(v, v). On applique la proposi t ion 1 et le th6or6me Schouten- 

Struik (la variante pour les m~triques ind6finies). • 

4. REMARQUES CONCERNANT LA CONDITION DE CONVERGENCE LU- 

MINEUSE 

1. THEOREME. Soit 014, g) une varidtd sdmi-riemanniene, dim M >1 3, ~ mdtrique 

inddfinie. On suppose qu 'en chaque point  p E M, il existe un systdme lumineux 

(find ~ p  tel que Ric(v, v) = O, pour tout v E 5Pp. 

Alors (M, g) est un espace d'Einstein. 
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Ddmonstration. On applique la Proposit ion 3 du §2, dans chaque fibre T M .  

I1 existe ainsi une fonct ion f ~ ~r (M)  telle que Ric = f .  4. Un r~sultat standard 

implique alors f = const. • 

2. Remarque.  (i) Le th6or6me precedent  g6n6ralise un r6sultat de [3], qui 

faisait intervenir  t o u s l e s  vecteurs lumineux ((~Ric(o, o) = 0 pour tou t  o lumi- 

neux implique M espace d'Einstein>>). 

(ii) Si (M, g) est une vari6t6 de Lorentz,  la condit ion 

Ric(o, o) >i 0 

pour  tout  vecteur lumineux o, s 'appelle la condition de convergence lumineuse 

([6]). Notre  condit ion Ric(o, o) = 0 est plus restrictive mais elle agit sur un 

nombre  fini de vecteurs.  Pour voir si un espace- temps est d 'Einstein il suffit  

d 'analyser ,  dans chaque point ,  un nombre  fini (inf6rieur ~ 5n(n - 1)/2, cf. ~i 

la remarque  4, §2)  de directions lumineuses.  Y a-t-il des conditions ((fmies>> 

( impliquant  un nombre  fini de points et de directiofis) pour d6cider si un espace- 

temps  est  d 'Einstein? En ce qui concerne certains types  de vari~t6s, la reponse 

est aff irmative (pour  les espaces localement  symmetr iques ,  par exemple ,  voir 

la proposi t ion 8, § 2). 

(iii) Si on note  par T l e  tenseur 6nergie-moment  d 'un espace-temps (M, g), 

d6fini par T = Ric - X .  g, (X une constante) ,  on remarque que la condit ion 

Ric(o, o) = 0 pour  tou t  o ~ ~p  est 6quivalente ~ la condit ion T(o, o) = 0, pour  

tou t  o E 6#p. Cette 6quivalence n 'a  plus lieu entre (~Ric(o, o) >~ 0>> et  ~T(o, o) >1 0>> 

(la condition de convergence faible, voir [6]). 
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